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1 Einleitung

Erzwungene Schwingungen treten im Alltag, sowie in der Technik sehr hiufig auf. Beispiels-
weise konnen Wind, Erdbeben, aber auch Fussginger Gebédude und Briicken in Schwingun-
gen versetzen. Aber auch alle Maschinen, Motoren oder dhnliches, die periodische Bewe-
gungen ausfiihren, kdnnen umliegende Bauteile zum Schwingen bringen. Daher ist es sehr
wichtig das Phéanomen der Resonanz zu verstehen und seine moglichen Auswirkungen bei
allen geplanten Konstruktionen zu berticksichtigen.

2 Vorbereitung (zu Hause)

Die folgenden Stichpunkte und theoretischen Uberlegungen sollen in Threm Heft schriftlich
bearbeitet werden. Auferdem sollten Sie in der Lage sein, sie am Versuchstag im Antestat
selbststindig wiederzugeben. Weitere Hinweise zum Vorgehen bei den Herleitungen finden
Sie in Abschnitt 7. Literaturhinweise gibt es in Abschnitt 8.

1. Sie miissen die Theorie des geddmpften harmonischen Oszillators verstanden haben.
2. Machen Sie sich zusétzlich mit folgenden Begriffen und Gesetzméfligkeiten vertraut:
e Erzwungene Schwingung: Amplitude, Phase, Resonanz
3. Bewegungsgleichung:
e Stellen Sie die Bewegungsgleichung (10) auf und geben Sie ihre physikalische

Interpretation an.

e Losen Sie die Bewegungsgleichung durch Addition einer speziellen Losung der
inhomogenen DGL zur Losung der entsprechenden homogenen DGL.

e Geben Sie die physikalische Interpretation der Losung (20) an.
4. Resonanz:

e Ubernehmen Sie die Abbildung 2 in Ihr Protokollheft und diskutieren Sie die
Funktionen. Berechnen Sie insbesondere B(w) fiir w — 0 und w — oo. Was lafst
sich tiber die Kurven fiir verschiedene Werte von ¢ (z.B. § = 0) sagen?

o Leiten Sie die Beziehungen (21) und (22) fiir die Resonanzfrequenz und die
maximale Amplitude her.

e Zeigen Sie, dass die Resonanziiberhéhung gegeben ist durch (24).

e Zeigen Sie, dass die Halbwertsbreite der Resonanzspitze gegeben ist durch (25).
Leiten Sie dazu auch die Néherung (27) her.

e Ubernehmen Sie die Abbildung 3 in Ihr Protokollheft und diskutieren Sie die
Phase fiir verschiedene Ddmpfungen. Bestimmen Sie insbesondere ¥(w) fiir w —
0 und w — oco. Was beobachet man bei wq fiir verschiedene Démpfungen?



3 Versuchsaufbau und -beschreibung
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Abbildung 1: Foto des Versuchsaufbaus

Der Versuch besteht aus einem Drehpendel mit Wirbelstrombremse, einer regelbaren Strom-
quelle fiir die Dampfungsspule und einer Stoppuhr. Zur Anregung der erzwungenen Schwin-
gungen ist im Aufbau auch ein Exzentermotor (mit zugehoriger Stromquelle) integriert.
Die Amplitude A wird an der Skala abgelesen, die Umlaufzeit des Motors 7T, wird mit der
Stoppuhr gemessen. Die Erregerfrequenz wird durch Drehen an den beiden Potentiometern
(Grob- und Feineinstellung) verstellt. Achten Sie dabei darauf, dass die Resonanzspitze sehr
scharf ist. Sie kann nur durch die Feineinstellung genau ermittelt werden.



4 Benotigte Formeln

Aus der Umlaufzeit des Motors T' bestimmt man die Erregerfrequenz w wie folgt:

27
= — . 1
w = = 1)
Fir die Halbwerts-Amplitude gilt:
Brax
By = —/2=. (2)

V2

Aus den Frequenzen w; und ws, bei denen die Amplitude auf diesen Wert gefallen ist,
ergeben sich die Halbwertsbreite H und die Resonanzfrequenz w, als:

H = w2 —wq , (3)
o = 3wt | (4)

Die Resonanziiberhéhung ist fiir § < wg gegeben durch:

Brax _ wo
B|w=0 20

()

Man kann die Werte fiir H und w, auch aus den Eigenschaften des Pendels (Dampfung o
und Eigenfrequenz wy) berechnen, die man in Aufgabenteil a) bestimmt hat. Es gilt:

H ~ 25, (6)

wr = yJwd—262. (7)

Hinweise zur Herleitung finden sich in Abschnitt 7 dieser Anleitung.



5 Durchfiihrung (im Praktikum)

Bitte die unteren Punkte nacheinander durchfithren:

1. Eingewohnung

Spielen Sie mit der Versuchsanordnung, wobei Sie sich mit der Beobachtungstechnik
vertraut machen und Fehlerquellen erkennen sollten. Beobachten Sie, wie sich Am-
plitude und Phase bei hohen und niedrigen Anregungsfrequenzen sowie in der Ndhe
der Resonanz verhalten. Merken Sie sich die ungeféhre Lage der Resonanz (also die
Einstellung der Potentiometer). Wenn Sie sich hier ein wenig Zeit nehmen, um das
Verhalten des Drehpendels qualitativ/intuitiv zu verstehen, konnen Sie den Versuch
wesentlich effizienter durchfiihren.

2. Messung
Die folgenden Messungen miissen fiir zwei Dampfungsstromstérken, bei denen Sie
die freie geddmpfte Schwingung (Versuchsteil a)) untersucht haben, durchgefiihrt
werden:

Nehmen Sie die Resonanzkurve der erzwungenen Schwingung auf:
Bestimmen Sie dazu die Amplitude der stationédren, erzwungenen Schwingung als
Funktion der Frequenz des Erregers und zeichnen Sie noch wéhrend des Versuchs die
Resonanzkurve. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

e Benutzen Sie dasselbe Drehpendel wie bei Versuchsteil a).

e Achten Sie darauf, dass das Drehpendel bei der von Thnen gewédhlten Strom-
starke im Resonanzfall nicht anschlégt.

e Beide Drehzahlregler sollten mdéglichst nicht im Anschlag betrieben werden da
dort der Motor u.U. unruhig lauft.

e Beginnen Sie mit Thren Messungen bei der Resonanzfrequenz und arbeiten Sie
sich von dort aus zu kleineren Frequenzen vor. Dann gehen Sie zuriick zur Reso-
nanz und arbeiten sich zu grofseren Frequenzen vor. Nachdem Sie so die gesamte
Resonanzkurve abgedeckt haben versuchen Sie eventuell verbliebene Liicken zu
schliessen.

o Zeichnen Sie jeden Messwert sofort in ein Diagramm ein, damit Sie eine Kon-
trolle tiber Ihre Messung haben. Dadurch erkennen Sie auch, wo noch Messpunkte
fehlen.

e Achten Sie darauf, ausreichend Messwerte (~10) um den Resonanzpeak her-
um zu haben (Feineinstellung der Drehzahlregelung benutzen). Wichtig ist vor
allem auch, dass Sie eine Messung direkt (moglichst nah) am Resonanzpeak
erhalten, damit Sie die Resonanziiberh6hung richtig bestimmen kénnen, und
je eine Messung links und rechts des Peaks mit der Amplitude % um die
Halbwertsbreite zu bestimmen. Fiir den Rest der Kurve geniigen einige wenige
Messpunkte (3-5 bei hohen und bei sehr niedrigen Frequenzen).



e Achten Sie darauf, dass auch eine Messung fiir sehr kleines w vorhanden ist,
da sonst die Resonanziiberhohung nicht verniinftig bestimmt werden kann. Hier
liegt iibrigens eine der Hauptfehlerquellen des Versuchs.

e Durchfithrung der Einzelmessungen:

— Bestimmen Sie zunéchst die Erregerfrequenz. Dazu stoppen Sie die Zeit fiir
10 Motorumdrehungen (abgelesen am Motor, nicht am Pendel).

— Nachdem Sie die Erregerfrequenz bestimmt haben sollte der Einschwing-
vorgang des Pendels abgeschlossen sein. Bestimmen Sie nun die maximale
Amplitude und schitzen Sie deren Fehler (beobachteter Mittelwert wiahrend
ca. 10 Schwingungen).

— Bei einigen Drehpendeln treten Schwebungen auf, d.h. die Pendel schwan-
ken bei der stationidren Schwingung zwischen Phasen mit sehr kleiner und
solchen mit sehr groffer Amplitude. Dieses Problem ist leider inhdrent in
der Versuchsapparatur. Lesen Sie in diesem Fall immer die Amplitude im
Maximalausschlag ab.



6 Auswertung und Diskussion (im Praktikum / zu Hause)

Bitte fithren Sie zu jedem Wert eine Fehlerrechnung durch. Geben Sie alle verwendeten
Formeln an und erlautern Sie kurz, was Sie tun und warum. Zeichnen Sie Thre Diagram-
me auf Millimeterpapier und beschriften Sie sie vollstindig (zu welcher Aufgabe gehort
das Diagramm?, was ist auf den Achsen aufgetragen?). Die korrekte Form zur Angabe
von Ergebnissen, sowie Hinweise zur Fehlerrechnung entnehmen Sie bitte der Allgemeinen
Praktikumsanleitung.

1.

Zeichnen Sie fiir beide Stromstirken die Resonanzkurven.
Vervollstandigen Sie also ihre Diagramme aus der Versuchsdurchfithrung. Falls noch
nicht geschehen, tragen sie Fehlerbalken, Achsenbeschriftung, Diagrammtitel etc.
nach. Zeichnen Sie eine physikalisch sinnvolle Ausgleichskurve ein.

. Bestimmen Sie aus den beiden Resonanzkurven die Halbwertsbreite H, die

Resonanzfrequenz w,, sowie die Amplituden B(w) bei w, und bei w — 0.
Lesen Sie diese Werte aus den Diagrammen ab und schétzen Sie ihre Fehler ab.
Achten Sie darauf, dass mit ,Halbwert “ die Hélfte des Amplitudenquadrates, also
der Intensitdt gemeint ist. Da Sie die Amplitude gegen die Frequenz aufgetragen
haben, miissen Sie die Frequenzen w; und wo ablesen, bei denen die Amplitude auf
B = %Bmax gesunken ist.

. Bestimmen Sie die Dadmpfungskonstanten § und die Eigenfrequenz wy:

Berechnen Sie § aus den abgelesenen Halbwertsbreiten. Anschlieffend bestimmen Sie
aus der abgelesenen Resonanziiberh6hung und der Halbwertsbreite die Eigenfrequenz
wq-

. Bestimmen Sie die Halbwertsbreite H und die Resonanzfrequenz w, aus

ihren Ergebnissen fiir Versuchsteil a):
Berechnen Sie w, und H aus den Werten von ¢ und wy, die Sie fiir die entsprechenden
Stromstérken in Versuchsteil a bestimmt haben.

. Vergleichen Sie die Ergebinsse der Versuchsteile a) und b).

Fassen sie dazu ihre Ergebnisse fiir w,, wy, H und 9, die Sie aus den Versuchsteilen
a) und b) unabhéngig ermittelt haben tabellarisch zusammen.

. Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse.

Sehen die Resonanzkurven aus wie erwartet? Wie fillt der Vergleich zwischen den
Werten aus Versuchsteil a) und b) aus? Welche Methode fiir die Bestimmung von
0, wo und w, ist die genauere? Warum? Wo liegen die wichtigsten Fehlerquellen?
Warum ist es so wichtig die Resonanziiberh6hung richtig zu bestimmen? Vergleichen
Sie auferdem die erwartete Dauer des Einschwingvorgangs (2 — 3n, Schwingungen)
mit der Zeit, die vor Threr Amplituden-Messung vergangen ist (ca. 10 Schwingungen).
War diese Zeit ausreichend?



7 Anhang: Hinweise zur Herleitung der Formeln

7.1 Losung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators sowie dessen Losung
sind Thnen aus Teil a) bekannt:

1¢(t) + De(t) + kp(t) = 0 (8)
p(t) = Ae™ cos(wyt + a) (9)
Die konstante Phase o hangt von der Wahl der Anfangsbedingungen ab. Fiir die Frequenz

des gedampften harmonischen Oszillators w; gilt: wj% = w3 — §2. Dabei ist wy die Eigenfre-
quenz des ungeddmpften Drehpendels und § < wy.

Die erzwungene Schwingung des Drehpendels wird im Versuch durch einen Exzentermotor
bewirkt. Daher muss in Gleichung (8) auf der rechten Seite das periodische Drehmoment
M mit der Kreisfrequenz w des Exzentermotors stehen:

I$(t) + Dp(t) + kp(t) = M cos(wt) (10)

Nach der Theorie der Differentialgleichungen erhélt man die Losung dieser inhomogenen
Differentialgleichung, indem man zur Losung (9) der entsprechenden homogenen Diffe-
rentialgleichung (8) eine spezielle (partikuldre) Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (10) addiert.

Da aus der Losung (9) der homogenen Gleichung (8) hervorgeht, dass die Schwingung ohne
duferes Drehmoment exponentiell abklingt, erscheint es als verniinftige Annahme, dass das
Drehpendel nach einer gewissen Zeit mit der Kreisfrequenz des Exzentermotors schwingt,
d.h. eine mogliche Lésung kénnte sein:

o(t) = poe! (11)

Hierbei ist ¢ eine komplexe Konstante. Gleichung (10) wird der einfacheren mathemati-
schen Behandlung halber ebenfalls in komplexer Form geschrieben:

I$(t) + Do(t) + kp(t) = Me™! (12)

Wir teilen Gleichung (12) durch I, setzen w3 = ? und ¢ = % und erhalten nach Einsetzen

des Losungsansatzes (11):

M
wo(—w? 4+ wd + 2idw) = T (13)
Daraus folgt:
M 1
L S w3 + 2idw
M 1 (wE — w?) — 2idw
T (W - w?) + 20w (w - w?) — 2idw
_ M (c;g—w2)—2i(5w (14)
I (wf —w?)?+ (20w)?
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Die komplexe Amplitude (14) kann folgendermafen umgeformt werden:

wo = leole ™ = (pogp)'/? e

M R o] R P 0]

-7 (w2 — w?)2 + (26w)? c
M 1 .

= . Lo
- wp T @y ¢ "
M 1 ..

= T N ST - (costp — isin) (16)

Aus (15) folgt also fiir die partikuldre Losung ¢(t) der inhomogenen Differentialgleichung
(10):
M 1

T — w2+ (20)?
Der Realteil dieser Gleichung und damit eine physikalisch sinnvolle partikulére Losung ist
dann:

(1) = poe™’ = |pole Ve = Lely) (17)

VRre(t) = B(w)cos(wt+ 1) (18)
. M 1
mit B(w) = T S =T s 2on)? (19)

Die Losung der Differentialgleichung fiir erzwungene Schwingungen eines geddmpften har-
monischen Oszillators ergibt sich, indem man die partikuldre Losung (18) zur Losung (9)
der homogenen Differentialgleichung addiert:

p(t) = Ae™% cos(wst + a) + B(w) cos(wt + 1) (20)

Im Versuch untersuchen Sie die Abhéangigkeit der Amplitude B(w) von der Erregerfrequenz
w. Da B(w) nach (19) von der Dampfung ¢ und der Eigenfrequenz wy abhingt, konnen
diese beiden Werte ermittelt werden und mit den Werten aus Versuchsteil a) verglichen
werden.

Das theoretisch erwartete Verhalten der Phase und der Amplitude wird im Folgenden be-

sprochen. Wir betrachten hierbei nur den rechten Summanden in (20), d.h. wir betrachten
nur das Verhalten des Pendels nach dem Einschwingvorgang.

7.2 Verhalten der Amplitude B(w)
Abb. 2 zeigt den Verlauf der Amplitude B(w) in Abhéngigkeit von w.

Um das Maximum der Amplitude B(w) der erzwungenen Schwingung zu finden, muss
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Abbildung 2: Abhéngigkeit der Amplitude des Oszillators von der Frequenz der erzwunge-
nen Schwingung. In der Abbildung gilt 6; > d;, fiir 7 > k. Die gestrichelte Kurve gibt die
Lage der Maxima an.

das Extremum von Gleichung (19) gesucht werden. Aus B’(w) = 0 ergibt sich, dass die
maximale Amplitude bei der Resonanzfrequenz w, auftritt:

wr = \/wg — 262 (21)

Der Wert der maximalen Amplitude ist:
M 1
1

20w — 52

Bmax(wr) = (22)

Der Verlauf von Biax(wy) ist in Abb. 2 als gestrichelte Linie eingezeichnet, die die Maxima
der Resonanzkurven miteinander verbindet. Ein wichtiges Merkmal der Resonanz ist, dass
die Gréfle der Resonanzamplitude nicht nur von der extern einwirkenden Kraft bzw. dem
extern einwirkenden Drehmoment, sondern auch von der Ddmpfung des Systems abhdngt.
Das heifit, dass ungeddmpfte oder sehr gering geddmpfte Systeme, die durch grofe und
scharfe Resonanzspitzen charakterisiert sind, mit geringem Aufwand in die Resonanzka-
tastrophe getrieben und damit zerstort werden kénnen. Daher ist es in der Technik uner-
lasslich, Objekte durch ausreichende Dampfung davor zu schiitzen. Briicken kénnen z.B.
durch Wind zum Schwingen angeregt werden, Gebaude durch Erdbeben.
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Wenn § < wp, dann vereinfacht sich Gleichung (22) zu

M 1 _Mwo

Bnax(wr) ~ T % D2 (23)
Fiir die Resonanziiberhohung gilt:
et s 2
Die Halbwertsbreite der Resonanzspitze ist gegeben durch:
H = wy —w; = 26. (25)

w1 und wy sind hierbei die Frequenzen, bei denen das Amplitudenquadrat den halben Ma-
ximalwert annimmt. Gleichung (25) folgt dann bei geringer Dampfung § < wp aus dem

Ansatz
<AI4>2 (wi wQ; +(20w)2 <]\I4>2 z(z(slwoy (26)

unter Verwendung der Naherung

w% — w% ~ (wQ — w1)2w0. (27)

Bei geringer Dampfung lassen sich Resonanziiberhohung und Halbwertsbreite leicht aus
der Resonanzkurve ablesen. Damit lassen sich sowohl die Eigenfrequenz wg als auch die
Déampfung § aus der Resonanzkurve ermitteln.

7.3 Verhalten der Phase

Die Phase v kann aus dem Realteil und Imaginérteil der komplexen Amplitude abgeleitet
werden. Aus einem Vergleich der Gleichungen (14) und (16) ergibt sich:

cost  Re(pg) wi—w?

= = = 2
coty siny  Im(po) 20w (28)
Also ) )
B Wy —w
1) = arccot < 250 ) (29)

Abb. 3 zeigt den Verlauf der Phase 1 in Abhéngigkeit von w.

11



/2

0=0

0 @, ®

Abbildung 3: Abhéngigkeit der Phase des Oszillators von der Frequenz der erzwungenen
Schwingung. In der Abbildung gilt §; > 0k fiir j > k.
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9 Sicherheitshinweise

Dieser Versuchsaufbau enthélt zwei Netzteile, es gelten also die {iblichen Verhaltensregeln
fiir den Umgang mit Strom.

Informieren Sie bei Defekten an Bestandteilen des Aufbaus Ihren Betreuer und versuchen
Sie nicht selbst Teile zu demontieren.
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